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В статье приводятся результаты исследования потока и дивергенции вектора в динамических полях, проведенного на основе стандартного определения дивергенции и с использованием стандартной методики определения потока вектора. Выявлено, что в динамических полях поток и дивергенция вектора не обращаются в ноль. Показано изменение в формализме ЕМ полей, обусловленное учетом динамических процессов в поле.
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1. Введение

Как известно, уравнения векторной алгебры находят самое широкое применение в теории поля, в теории сплошных сред, в гидро- и аэродинамике. С их использованием описывается самый широкий спектр явлений, протекающих в физических полях, самых разнообразных потоках, средах и т.д. «Еще в 19 веке ученые начали нащупывать основное «ядро», носящее математический характер. Это «ядро» содержит в себе следующие существенные понятия: градиент, потенциал, поток, дивергенция, вихрь, циркуляция и некоторые другие. Знание этих понятий крайне необходимо при изучении физики, механики и ряда технических дисциплин» [1, c.5]. 

В ряду вышеперечисленных основополагающих понятий, операция нахождения дивергенции вектора является неотъемлемой частью большинства физических теорий. С ее использованием записываются законы сохранения заряда, тока, потока вектора, энергии поля и т.д. С использованием теорем на ее основе исследуются процессы распределения, распространения и затухания полей и потоков в пространстве. К числу таких базовых теорем относится и теорема Пуассона. На ее основе считается абсолютно доказанным, что для любого потока вектора 
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Вернее, в исходных формулировках теоремы Пуассона, зависимость функции 
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 от времени 
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 отсутствует, поскольку «операция 
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) относится к источникам векторного поля 
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Более того, исходное определение потока вектора, на основе которого формулируется понятие дивергенции вектора, также предполагает стационарность поля. В частности, в [1, c.89] при формулировании его определения, делаются следующие посылки: «Для уяснения понятия «поток вектора» рассмотрим сначала простой физический пример. Пусть мы наблюдаем в некотором пространстве течение жидкости. Плотность жидкости постоянна и равна единице. В данном случае течение будем считать стационарным (установившимся). Это означает, что скорость частиц жидкости, протекающих через данную точку, зависит только от положения этой точки и не изменяется с течением времени». Таким образом, «поток вектора через поверхность – скалярная величина, характеризующая обилие векторного поля, пересекающего данную поверхность… Поток вектора зависит от величины поверхности, от величины вектора 
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 и от направления этого вектора относительно нормали к поверхности» [1, c.91]. Т.е., и для потока вектора в исходных определениях отсутствует зависимость от времени.

Однако необходимость использования операции дивергенции вектора потока в динамических полях потребовала расширения области справедливости определения дивергенции. Вследствие этого, основное ее определение в виде [3, c.166]: «Дивергенция векторной функции точки 
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 есть скалярная функция точки, определяемая формулой 
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где 
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 - область, содержащая точку 
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 - замкнутая поверхность, ограничивающая область 
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 - наибольшее расстояние от точки 
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Вместе с этим, также по умолчанию, были сохранены в неизменном виде и все теоремы, базирующиеся на определении дивергенции, в том числе и вышеупомянутая теорема Пуассона, которая вследствие расширения указанной области применимости приобрела известный вид (1).

Однако хорошо известно, что  силовые линии стационарных и динамических полей в общем случае существенно отличаются друг от друга. Действительно, «линии тока, вообще, не совпадают с траекториями. Семейство линий тока 
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 зависит от времени и в разные моменты разное. Однако параметр 
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 входит в правые части дифференциального уравнения линий тока и дифференциального уравнения, определяющего закон движения или траектории частиц – только в случае неустановившихся движений. В случае установившихся движений разница между указанными уравнениями пропадает, она сводится только к разному обозначению параметра, по которому производится дифференцирование, что не играет никакой роли» [4, с.41].

Это свидетельствует о том, что прямое отождествление динамических и стационарных моделей процессов в поле в общем случае некорректно  и естественным образом приводит к противоречиям внутри создаваемых на такой основе теорий.

Так, в базовую систему уравнений Максвелла для динамических ЕМ полей в области без зарядов и токов вошло уравнение Пуассона в форме (1), т.е. с учетом зависимости вектора электрического поля 
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 и магнитного поля 
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 от времени и без учета различия между динамическими и стационарными силовыми линиями. «Электромагнитное поле в пустоте определяется уравнениями Максвелла, в которых надо положить 
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Эти уравнения могут иметь отличные от нуля решения. Это значит, что электромагнитное поле может существовать даже при отсутствии каких бы то ни было зарядов. Электромагнитные поля, существующие в пустоте при отсутствии зарядов, называют электромагнитными волнами» [5, с.143]. 

В то же время у Левича [6, с.107], при исследовании векторного потенциала 
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 - временной параметр, в результате вычислений получается, что 
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где 
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 – вторая производная дипольного момента по времени, взятая в момент времени 
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 – скорость света; 
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 – расстояние от диполя; 
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 – направление от диполя в исследуемую точку. Как видим, правая пара уравнений системы (3) соответствует (1), в то время как (4) имеет правую часть, которая в общем случае в ноль не обращается. И это при том, что и (3), и (4) записаны для волновой области динамического поля: области, исследуемые авторами, свободны от зарядов и стоков, а между векторами 
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 существует вполне конкретная известная зависимость
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Если подставить (5) в (13), то для того, чтобы даже чисто формально получить выражение (4), необходимо предположить, что одновременно выполняются два равенства. С одной стороны,
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а с другой стороны,
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В то же время, согласно калибровочной инвариантности, «всегда можно выбрать потенциалы поля так, чтобы скалярный потенциал 
[image: image40.wmf]j

 был равен нулю. Сделать же векторный потенциал равным нулю, вообще говоря, невозможно, так как условие 
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 представляет собой три дополнительных условия (для трех компонент 
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Из использования стационарной формы уравнений для дивергенции вектора в системе Максвелла вытекает и проблема избыточности этой системы. Действительно, система уравнений Максвелла для свободного пространства «содержит восемь уравнений для определения только шести неизвестных характеристик электромагнитного поля: 
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» [4, с.307]. Однако считается, что эта система непротиворечива в связи с тем, «что соотношение 
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можно рассматривать как следствия первых уравнений, если начальные данные заданы соответствующим образом.

Действительно, если 
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 ( произвольное дифференцируемое по координатам векторное поле, то 
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. Поэтому из первого соотношения системы (3) вытекает, что 
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т.е. 
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 не зависит от времени» [4, с.307]. Как будет показано ниже, данное утверждение не является доказательством, поскольку дивергенция ротора вектора будет равна нулю и в усовершенствованной теореме о дивергенции вектора. Но главное здесь то, что законы сохранения фактически являются избыточными в том виде, в котором они используются в существующей системе. Например, с существующей точки зрения «условие 
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 можно рассматривать как условие невозможности появления в пустоте зарядов, если их не было в какой-либо начальный момент времени, а 
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 - как условие отсутствия магнитных зарядов» [4, с.307]. И не более. В дальнейшем мы увидим, что в действительности данная пара уравнений Максвелла играет значительно более существенную роль в исследовании динамических процессов в ЕМ поле, а не только «являются существенными ограничениями на дополнительные данные, при которых уравнения Максвелла имеют физический смысл» [4, с.308].
Вследствие этого мы, имея базовую систему уравнений для исследования динамических полей, в конкретных случаях исследования этих полей должны производить дополнительные операции, приводя модель к квазистационарному виду. В частности, в базовых уравнениях для исследования затухания ЕМ излучения над поверхностью Земли, излучение вертикального диполя представляется в виде [7, с.130]:
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где 
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 - «фактор ослабления», в котором из известного выражения для бегущей волны изъята временная зависимость и поле излучения рассматривается как стационарное. Это упрощение позволяет выразить «поле в произвольной точке плоскости с помощью функции Грина» [7, с.130].  

В некоторых случаях, как, например, при исследовании затухания ЕМ излучения от стационарного источника, различие несущественно, поскольку эту динамическую задачу можно свести к стационарному случаю. Но в ряде задач теории поля, если амплитуда источника будет изменяться во времени, или по характеру исследования необходимо знать мгновенное значение параметров волны в некоторой точке или объеме пространства, то указанное приближение становится некорректным, и необходимо учитывать динамический характер процесса.

Можно привести аналогичные примеры и в области механики. Так, в [8] при выводе стандартного закона сохранения массы в динамическом объеме при исследовании ударной волны в газах, Райхенбах исследует изолированный  объем газа 
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 где 
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 - вектор в направлении внешней нормали к поверхности 
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 объёма 
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, абсолютное значение которого равно величине элемента поверхности … Разделению интеграла на интеграл по объёму и поверхности нетрудно дать физическое объяснение. Первый член в (9) описывает изменение массы внутри объёма во времени (!), а второй – поток массы через поверхность объёма 
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»[8, с.59]. Понятно, что в выделенном объёме в отсутствии внешних стационарных источников и стоков, масса может изменяться только за счёт наличия разницы между входящим и выходящим потоками. Но при этом теорема Пуассона в форме (1) теряет свою справедливость. Для динамических потоков требуется дополнительно учитывать временной фактор потока.

 Это в начале века заметил и Эйхенвальд, исследуя вектор Пойнтинга [9, с.123]: «если применить уравнение 
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где 
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 - проекция вектора 
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на наружную нормаль к элементу поверхности 
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 - плотность электромагнитной энергии; 
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 - выделенный объем, к конечному объему, то, вообще говоря, правая его часть не будет равна нулю, и электромагнитная энергия внутри данного объема будет меняться со временем».
Описанная проблема разрешима путем введения соответствия между стандартным определением дивергенции вектора (2) и формулировками теорем, доказываемых на основе этого определения. Следствием введенного соответствия будет в первую очередь реальное обобщение самого определения дивергенции на случай динамических полей. С другой стороны, это позволит связать общим определением дивергенции результаты, получаемые для динамических и стационарных полей. И с третьей стороны, это будет способствовать уточнению методик исследования распространения полей и потоков в пространстве вследствие учета динамического характера процессов.

Описанная задача была поставлена целью исследования, некоторые наиболее важные результаты которого изложены в данной работе.

2. Расчет дивергенции вектора для одномерного динамического ЕМ поля

Исследование дивергенции вектора в динамических ЕМ полях удобно начать с упрощенной модели одномерного потока вектора. Исходя из того, что определение дивергенции «относится к любой векторной функции, а не только к электрическому и гидродинамическому полям, для обозначения этой функции мы будем пользоваться буквой 
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.»  Другими словами, «отдадим на некоторое время предпочтение математике перед физикой и будем называть 
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 просто векторной функцией в общем виде, имея в виду, конечно, трехмерное пространство» [10, с.69]. 

Пусть в некоторой ограниченной связной, свободной от источников и стоков пространственной области 
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 распространяется плоскопараллельная волна, зависимость силового вектора которой 
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Рис. 1. Диаграмма временной зависимости для исследования потока вектора через выделенный объем

Выделим в данной области четыре площадки 
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, нормальные к направлению распространения волны, и образуем с их помощью три выделенных объема 
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, ограниченные соответствующими площадками и боковой поверхностью, их соединяющей, как это показано на рис. 1, вверху. При этом, учитывая одномерный характер волны и параллельность 
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 боковой поверхности выделенных объемов, в дальнейшем рассмотрении боковые поверхности учитываться не будут.

На базе представленной модели и стандартного определения дивергенции вектора (2), определим поток вектора 
[image: image74.wmf]00

ii

DF=F-F

 и удельный поток вектора 
[image: image75.wmf]00

/

iii

GV

=DF

, где 
[image: image76.wmf]0

F

 - поток, протекающий через площадку 
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. В исследовании будем использовать стандартную методику, описанную, например, в [1, с.90-91], [10, с.70-71], но при этом будем уделять особое внимание зависимости вектора потока от времени. 

Поскольку выделенные нами объемы 
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Построим эпюры изменения 
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 в пространстве и времени с учетом прогрессивного характера волнового процесса (11). На основе представленных на рис. 1 (в центре) диаграмм 
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, поскольку в исследуемом нами случае интегрирование сводится к простому перемножению параметров вектора 
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 в выделенный момент времени 
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 на исследуемой площадке на величину этой площадки. Результаты, рассчитанные для моментов времени, указанных на рис. 1, слева, приведены на рис. 1, справа. Как видно из расчетов, несмотря на использование стандартного определения и стандартной методики, полученные значения 
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 принципиально отличаются от предсказываемых теоремой Пуассона. Величина 
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 в общем случае не обращается в ноль на границах выделенных объемов и различна как для площадок 
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 производился по отношению к общей для всех объемов площадке 
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 и одновременно для всех выделенных площадок. Т.е. мы наблюдаем именно тот эффект, который описан во введении.



Рис. 2. Временные зависимости потока через выделенный объем от размера данной области

Эту особенность отражает и график зависимости 
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, приведенный на рис. 2, который построен на основе расчетов, представленных на рис. 1. Как видно из графика, и амплитуда, и фаза 
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 различны для всех выделенных объемов, как различны эти параметры и для 
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, зависимость которого показана на рис. 3. Более того, с уменьшением размера выделенного объема, амплитуда 
[image: image95.wmf]i

G

 возрастает. Тем самым подтверждается, что как минимум в одномерном случае поток вектора через выделенный объем в динамических полях не остается постоянным во времени. При этом легко доказать, что сам факт изменений 
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 обусловлен не пространственными параметрами потока, а именно прогрессивным характером волнового процесса. 



Рис. 3. Временные зависимости удельного потока через выделенный объем от размера данной области

Действительно, для любого выделенного объема в момент времени 
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 где 
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 - расстояние между соответствующими площадками. 

Учитывая, что в нашем случае 
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В связи с тем, что появление зависимости 
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 обусловлено конечностью скорости распространения волны в пространстве, мы имеем право выразить 
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 через временную характеристику запаздывания волнового процесса 
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Подставляя (15) в (14), получим 
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где 
[image: image108.wmf]c

 - скорость распространения волнового процесса. Как видно из (16), и амплитуда, и фаза 
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 зависит от 
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, что находится в полном соответствии с графиком, приведенным на рис.3. При этом амплитуда удельного потока зависит от отношения синуса аргумента 
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 к самому аргументу, что определяет первый замечательный предел.

Для определения дивергенции вектора на основе (16), согласно (2), достаточно найти предел 
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. Проводя данную операцию для любого из выделенных объемов в момент времени 
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Таким образом, аналогично потоку вектора, дивергенция вектора 
[image: image116.wmf](
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 также не обращается в ноль, причем выражение (4), полученное Левичем, в случае одномерного потока вектора и гармонической зависимости продольного вектора 
[image: image117.wmf](

)

,

Art

r

r

 от времени, будет полностью соответствовать (17). Это с одной стороны подтверждает результат, полученный Левичем для векторного потенциала дипольного излучателя, но с другой стороны показывает более общий характер явления.

Следует еще раз отметить, что именно наличие фазы запаздывания волнового процесса приводит к тому, что мгновенные значения амплитуды вектора 
[image: image118.wmf](

)

,

Fxt

r

 на противоположных площадках выделенных объемов оказываются различными. Из-за этого появляется зависимость потока вектора от размера выделенного объема. И это свидетельствует о том, что при нахождении дивергенции вектора в динамических полях, в общем случае, необходимо учитывать временную характеристику потока вектора. При переходе же к стационарным полям, т.е. при стандартных условиях стационарности полей 
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, правая часть выражения (17) автоматически обращается в ноль, тем самым входя в полное соответствие с существующими представлениями о дивергенции вектора.

3. Полное доказательство теоремы о дивергенции вектора в динамических полях

Обобщая исследование, проведенное выше для одномерного потока вектора, рассмотрим общий случай произвольного потока вектора 
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Рис. 4. Общий вид трубки потока поля, зависящего от времени

Пусть в некоторой связной однородной области 
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 без источников и стоков распространяется некоторый поток, вектор которого 
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 совпадает с направлением потока 
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, как это показано на рис.4, и зависимость величины его во времени определяется выражением 
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Для нахождения дивергенции вектора, как и ранее, воспользуемся стандартным определением (2) и стандартной методикой определения потока вектора через выделенный объем, но с учетом фазы запаздывания волнового процесса в пространстве. Выделим в 
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 некоторый объем 
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 таким образом, чтобы торцы его совпадали с эквифазными поверхностями потока, а боковые стороны – с силовыми трубками тока. Тогда, с учетом конечности скорости распространения волны, мы имеем право записать 
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где 
[image: image129.wmf]l
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 – длина выделенной силовой трубки, 
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 - фаза запаздывания волнового процесса. Таким образом, на основе (19), с учетом вышерассмотренного частного случая, мы сразу установили связь между длиной выделенного объема и фазой запаздывания, и в дальнейшем будем учитывать этот фактор при проведении исследования.

Поверхность 
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, согласно постановке задачи, состоит из трех составляющих:
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 - торцевые поверхности, а 
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 - боковая поверхность выделенного объема. С учетом постановки задачи и результатов предыдущего исследования, полный поток через поверхность 
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где 
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. В выражении (20) сразу учтен временной сдвиг векторной функции, а также отсутствие потока через боковую поверхность. 

Первый интеграл суммы (20), стоящей в правой части, не содержит фазового сдвига
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. В рассматриваемом поле без источников и стоков он обращается в нуль, поскольку в этом случае становится справедливым условие для дивергенции векторной функции в стационарных потоках. Второй интеграл в правой части (20) в общем случае нулю не равен и может быть легко заменен на интеграл по объему. Для этого разобьем выделенный объем на 
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 объемов, высота которых (вдоль линии тока) равна 
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где 
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 - любое целое число, большее 1. 

После этого подынтегральное выражение 
[image: image142.wmf](

)

,

Frt

D

r

r

  можно записать в виде
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где 
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 в выражении (21), придем к интегралу
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Подставляя (22) в (20) и учитывая, что, согласно рис.4, на границе 
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, получим требуемое:
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Подставляя (23) в (2), придем к конечному выражению для дивергенции вектора:
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Полученное выражение (24) в самом общем случае динамического векторного потока также совпадает с результатом, полученным Левичем в частном случае векторного потенциала. Вместе с тем, поскольку мы не идентифицировали вектор 
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 ни с какой конкретной физической величиной и проводили исследование для вектора самого общего вида, можно утверждать, что нами доказана

ТЕОРЕМА: При распространении волнового потока в пространстве, свободном от источников и стоков, дивергенция вектора потока пропорциональна скалярному произведению производной данного вектора по времени на единичный вектор направления потока данного вектора.
4. Приложение к теории электромагнитного поля

С учетом результата, полученного в п.3, можно получить уточненные значения уравнений для дивергенции электрического и магнитного полей в системе уравнений Максвелла.

Подставляя вектор напряженности электрического поля 
[image: image155.wmf](

)

,

Ert

r

r

 вместо 
[image: image156.wmf](

)

,

Frt

r

r

в выражение (24), получим
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Аналогично для напряженности магнитного поля
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Для векторного потенциала 
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Учитывая, что скалярный потенциал 
[image: image161.wmf](
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  связан с векторным потенциалом известной зависимостью (см. напр. [6, c.106])
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приходим к известному выражению
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что устанавливает определенную цельность системы взаимозависимостей в теории поля. Важен факт, что выражение (29) получено именно для динамических полей, из чего следует неправомерность приравнивания в общем случае нулю скалярного потенциала в динамических полях, что доказано более полно в [11, с.25(26] . 

В то же время, для поперечных 
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 выражения (25)((27) совпадают с известными результатами (3), поскольку скалярное произведение взаимно перпендикулярных векторов в правой части обратится в ноль. Более того, известный нулевой результат дивергенции ротора вектора также сохранится. Действительно, согласно выводам предыдущей части статьи
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Если в качестве 
[image: image167.wmf](

)

,

Frt

r

r

 мы возьмем 
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то для поперечного поля, в котором 
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поскольку, как известно, ротор поперечного вектора перпендикулярен как самому вектору, так и направлению распространения поля. Для продольного вектора получим аналогичный результат, поскольку сам ротор продольного вектора равен нулю. 

Таким образом, для любого наклонного вектора поля дивергенция вектора как была, так и остается равной нулю, поскольку сам ротор вектора перпендикулярен распространению волны. Но данный вывод не затрагивает результатов, полученных нами для дивергенции продольного вектора поля. В выражениях (25), (26) производные 
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 по времени появляются вследствие учета фактора запаздывания волнового процесса в пространстве и не могут обратиться в ноль при динамическом характере этих векторов. Изменения в указанных уравнениях (25), (26) приводят к тому, что они приобретают волновой характер, т.к. несмотря на то, что эти уравнения первого порядка, тем не менее их решением является выражение типа 


[image: image173.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,;,

ErtEtkrHrtHtkr

ww

=-=-

rrrr

rr

.    

 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (33)

Отсюда следует, что продольная составляющая ЕМ поля также обладает волновыми свойствами, в противовес существующему представлению, что в продольном поле «движения энергии нет, происходит лишь периодический обмен энергией между электрической и магнитной составляющими поля» [12, с.99]. Следует также отметить, продольная составляющая поля обладает рядом особенностей, существенно отличающих ее от поперечной волны. В частности, используемые стандартные обозначения вихревого вектора 
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 не позволяют описать магнитное поле, образующееся вокруг продольного динамического Е-поля, так как при этом в любой точке пространства магнитному полю будет соответствовать не вектор, а некоторая циркуляция вокруг электрического вектора [11, с.42]. В данной циркуляции все линейные, в обычных обозначениях, векторы 
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 будут обращаться в ноль встречными направлениями циркуляции соседних силовых трубок, что не означает исчезновение циркуляции как таковой. В теории сплошных сред этот процесс мог бы быть описан при помощи вихревых трубок Гельмгольца, но в теории электромагнетизма подобное понятие как самостоятельное пока не существует. Тем не менее, если представить себе продольный поток 
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-вектора и естественное образование вокруг всех силовых линий этого потока вихревых 
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-трубок, то в этом и только в этом случае циркуляция вектора 
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 совпадает с направлением потока, но о самом векторе 
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 говорить бессмысленно. 

Дивергенция данной циркуляции уже не обратится в ноль, как в (32), поскольку ее направление совпадает с направлением потока. Поэтому циркуляция такого типа также будет обладать волновыми свойствами.

Факт существования продольной ЕМ волны в свободном пространстве был подтвержден экспериментами в лаборатории СЕЛФ. В 1990 г. была получена и многократно продемонстрирована портативная установка по излучению/приему направленной продольной ЭМ волны в диапазоне 30 кГц. Однако это тема отдельного обширного исследования, выходящего за рамки данной работы.

5. Выводы

В результате исследования, проведенного на основе стандартного определения дивергенции вектора, с использованием стандартной методики нахождения потока вектора выявлено, что:

· В динамических полях в общем случае поток и дивергенция вектора не равны нулю;

· для векторов потока, направленных вдоль распространения поля, дивергенция вектора  пропорциональна скалярному произведению частной производной данного вектора по времени на направление распространения волны. Для этой составляющей поля пара уравнений Максвелла, описывающих поток вектора, приобретает волновой характер.

· Для поперечной составляющей ЭМ волны дивергенция вектора остается равной нулю, и следовательно, уравнения Максвелла для данной составляющей сохраняют свою справедливость.
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