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Реферат
В статье проведено исследование циркуляции и ротора потенциального вектора в динамических полях. Доказана теорема о том, что в динамических полях ротор потенциального вектора пропорционален векторному произведению единичного вектора направления потока на производную от вектора потока по времени. При этом потенциальный характер вектора не нарушается, поскольку циркуляция обусловлена конечностью скорости распространения волны в пространстве. Рассмотрены приложения к акустическим и электромагнитным полям. Приведены результаты экспериментального исследования поперечной акустической волны в воздухе, подтверждающие возможность формирования поперечной волны путём линейной суперпозиции потенциальных динамических полей.

Ключевые слова: теоретическая физика, математическая физика, волновая физика, векторная алгебра, акустика, теория электромагнетизма, динамические потенциальные поля.

1. Введение

Одним из основных свойств векторных полей является то, что «если дивергенция и ротор поля 
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 определены в каждой точке 
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 области 
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, то всюду в 
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 функция 
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 может быть представлена в виде суммы безвихревого поля 
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 и соленоидального поля 
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(Теорема разложения Гельмгольца)» [1, стр.173].

Можно сказать, что уравнение
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«является достаточным условием для консервативного поля, т.е. для того, чтобы поле можно было описать градиентом некоторой потенциальной функции» [2, с. 89]. Иными словами, если вектор 
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 является потенциальным, то в исследуемой области, безусловно, выполняется равенство (2).

Обращает на себя внимание тот факт, что определение ротора вектора и существующая теорема о роторе вектора сформулированы для стационарных полей, в которых вектор зависит только от координат, но не от времени. В этом легко убедиться, обратив внимание на  аргумент, от которого зависит вектор
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 в стандартном определении и теореме о роторе вектора. В частности, в теореме Стокса: «Если  векторная функция 
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 однозначна и имеет непрерывные частные производные всюду в конечной поверхностно-односвязной области 
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 и если лежащая в области 
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 поверхность 
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 односвязна, непрерывна и ограничена регулярной замкнутой кривой 
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, то
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т.е. криволинейный интеграл от 
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 по замкнутому контуру 
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 равен потоку вектора 
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 через поверхность, натянутую на контур 
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»[1, с.171]. 
Обычно указанное определение потенциальности распространяется и на динамические поля, в том числе и на сложные акустические поля в газовой среде. 

Как известно, «в жидкостях и газах не существует упругого сопротивления поперечным смещениям частиц, но лишь изменению объёма, т.е. сжатию или разрежению. Поэтому в таких веществах могут распространяться только продольные волны» [3, с.114]. «Таким образом, в векторной форме имеем:
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(где 
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r

 – скорость смещения молекул элементарного газового объёма, 
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 – акустический потенциал), т.е. теорему Стокса: ротор градиента тождественно равен нулю. Следовательно, метод потенциала скорости 
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 применим только для безвихревых движений. Но акустическое движение в жидкости и газах всегда остаётся безвихревым, даже если учитывать эффект вязкости. Можно показать, что вблизи твёрдой границы всегда существует вихревой слой, но этот граничный слой чрезвычайно тонок» [4, с. 392].



Рис. 1. Схема излучения поперечной акустической волны в газовой среде.

С этой точки зрения рассмотрим акустическое поле, возбуждаемое в газовой среде системой противофазно излучающих источников, схема которой приведена на рис. 1. Согласно векторной диаграмме, представленной на данном рисунке, результирующее смещение молекул газа перпендикулярно направлению распространения результирующей акустической волны. Причём данный эффект не обусловлен ни вязкостью, ни наличием твёрдых границ и не ограничен узкой зоной ближнего акустического поля. Если исследуемая область находится на значительном расстоянии 
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 от представленного акустического диполя, то для каждой половины акустического диполя можно записать [5, с. 38]:
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где 
[image: image28.wmf]12
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 единичные вектора от полуизлучателей в точку наблюдения. 

Векторно просуммировав (5), получим
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где 
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 ( единичный вектор результирующей скорости колебаний молекул элементарного объёма.

При симметричном расположении векторов 
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 и 
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 относительно перпендикуляра к направлению распространения результирующей волны (см. рис. 1) и 
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 также будет перпендикулярен 
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Таким образом, с одной стороны результирующее звуковое поле остаётся потенциальным, т.к. образовано линейной суперпозицией строго потенциальных полей, но с другой стороны, направление результирующей скорости колебаний молекул перпендикулярно направлению распространения волны, и следовательно, с существующей точки зрения, данное звуковое поле не может существовать в газовой среде, поскольку является вихревым.

При исследовании ЭМ полей возникает обратная картина. Как известно, ЭМ полю соответствуют именно поперечные волны, а индукционная пара уравнений Максвелла для области без источников и токов имеет ненулевую правую часть
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где
[image: image37.wmf]c

 – скорость света в вакууме.

Вместе с тем, «электрический диполь, заряды которого под действием стороннего источника периодически меняются во времени, можно представить в виде системы двух металлических шариков, соединённых проводником, в середину которого включён сторонний источник… Периодическое изменение зарядов диполя эквивалентно переменному току в соединительном проводнике. Вследствие этого поле, создаваемое электрическим диполем с переменным моментом, будет совпадать с полем, создаваемым проводником длиной 
[image: image38.wmf]l

, по которому протекает сторонний ток… Излучение поля такого диполя позволяет решать задачи анализа и синтеза антенн, поскольку последние можно рассматривать как системы диполей» [6, с. 96(97]. Аналогично, «диполь, совершающий колебания, эквивалентен антенне, по которой течёт ток 
[image: image39.wmf]0
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, равномерно распределённый по всей длине 
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 антенны» [7, с. 432]. Учитывая, что излучение каждого заряда в отдельности для такого диполя потенциально, мы приходим иным путем к той же проблеме. С одной стороны результирующее поперечное ЭМ поле формируется двумя потенциальными источниками электрического поля и должно быть потенциальным. Но с другой стороны, само поле поперечно и, следовательно, должно быть вихревым по определению. Это приводит к тому, что при строгой потенциальности электростатического поля «переменное во времени электрическое поле, в отличие от электростатических полей, имеет, вообще говоря, вихревой характер» [8, с. 34]. Причём замыкание линий электрического поля произведено на том основании, что «линии электрического поля не могут начинаться или обрываться в пустом пространстве» [9, с. 219].

В данной работе будет показано, что описанные проблемы во многом обусловлены различием между стационарными и динамическими силовыми линиями, которое было исследовано на примере дивергенции вектора в работе [10]. Следует ожидать, что и у ротора вектора, определяющего соленоидальность поля, в случае динамических процессов появятся свойства, отличные от известных – свойства, которые до сих пор не учитывались из-за ограниченности выводов базовых соотношений векторной алгебры стационарными полями.

2. Предварительное исследование
В качестве предварительного анализа рассмотрим приведенную на рис. 2 (вверху) упрощённую модель одномерного потока вектора  
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Рис. 2. Расчёт циркуляции вектора 
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 одномерного динамического векторного потока

Пусть в некоторой односвязной области 
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 без вихрей и токов в направлении оси 
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 распространяется одномерный, однородный динамический поток, вектор которого 
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 перпендикулярен направлению потока и оси 
[image: image46.wmf]z

. При этом мы пока не будем определять поток как потенциальный или вихревой. В данный момент важно только то, что силовой вектор потока перпендикулярен направлению распространения волны. Вопрос о соленоидальности вектора потока мы рассмотрим, когда для этого появится необходимая база.

Будем также предполагать, что скорость распространения возмущения конечна и функция 
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Используя методику исследования дивергенции вектора в динамических полях [10], выделим в исследуемой области 
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 три контура 
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, имеющих общую сторону 
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, как показано на рис. 2. Для наглядности выберем расстояния между сторонами 
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При вышеописанных условиях воспользуемся стандартным определением ротора вектора, которое, в силу своей общности, должно быть справедливым как для стационарных, так и для динамических полей. Это определение имеет вид (см., например, [1, с. 83],  [11, с. 116])
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где 
[image: image56.wmf]P

 ( некоторая точка площадки 
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 ( нормаль к площадке 
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 ( замкнутый контур, ограничивающий площадку 
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.  

В приложении к рассматриваемой задаче выражение (9) можно записать следующим образом:
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где 
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 ( площадь сечения 
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-го выделенного контура, 
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Поскольку выделенные нами контуры конечны, то вначале проведём исследование  приведенной циркуляции 
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где 
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 - циркуляция вектора 
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Чтобы облегчить анализ выражения (11) и сделать его более наглядным, как и в [10], построим диаграмму изменения амплитуды вектора 
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 в пространстве и времени, начиная с некоторого произвольно выбранного начального времени 
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. Общий вид данной диаграммы приведен на рис. 2 (в центре). Как и полагается для запаздывающих процессов, фаза колебаний вектора 
[image: image74.wmf](

)

,

Fxt

ur

 смещается с увеличением 
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. В область выделенных контуров попадают различные участки волны, что хорошо видно благодаря пунктирам, опущенным из сторон контуров на диаграмму. Вследствие этого на противоположных сторонах контуров фиксируются различные значения мгновенной амплитуды вектора 
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, что свидетельствует о нетождественности нулю циркуляции вектора 
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. Данную циркуляцию вектора несложно посчитать, учитывая плоский фронт волны и одномерный характер потока. Вследствие этого, процесс интегрирования в выражении (11) сводится к сумме скалярных произведений мгновенных значений амплитуды вектора 
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 на длину 
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 соответствующих сторон выбранного контура.

Полученные результаты для каждого из выбранных контуров в моменты времени, указанные на рис. 2 (слева), приведены на рис. 2 (справа).



Рис. 3. Временная зависимость циркуляции вектора в выделенном сечении, в зависимости от размера этого сечения

Расчёты показывают, что, действительно, циркуляция 
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 не обращается тождественно в ноль. Её величина изменяется во времени и не совпадает для всех трёх выделенных контуров. Это наглядно видно на графике 
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, представленном на рис. 3. Видно, что от размера контуров зависят и амплитуда, и фаза колебаний циркуляции вектора во времени. 

Математически это запишется следующим образом:
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где 
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В связи с тем, что появление зависимости 
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, как было сказано выше, обусловлено конечностью скорости распространения волны в пространстве, мы имеем право выразить 
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 через временную характеристику запаздывания волнового процесса
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где 
[image: image88.wmf]i
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 ( время запаздывания процесса при прохождении волны между противоположными сторонами выделенного 
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-го контура.

Подставляя (13) в (12), получим 
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Учитывая, что величина площади выделенного контура также зависит от 
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удельная циркуляция будет равна
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 Соответственно, ротор вектора 
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 также не обратится в ноль:
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 Из (17) видим, что значение ротора вектора 
[image: image96.wmf](
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 в случае динамического поля  зависит от частоты изменения этого поля и от скорости распространения волнового процесса, а фаза изменения ротора вектора опережает фазу колебаний самого вектора на величину 
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. При переходе к стационарным полям, т.е. при 
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, правая часть выражения (17) автоматически обращается в ноль, тем самым входя в соответствие с существующим представлением (2). 

При внешней простоте вывода и очевидности результата, обращает на себя внимание тот факт, что при переходе к стационарному полю ротор вектора обращается в ноль. Данная особенность резко отличает ротор динамического вектора от ротора стационарного вектора. Это несложно обобщить на случай произвольного потока вектора.

3. Полное доказательство теоремы о роторе потенциального вектора в динамических полях
Рассмотрим некоторый динамический поток вектора 
[image: image100.wmf](
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, проходящий через связный выделенный объём 
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, свободный от вихрей и токов. При этом будем предполагать, что направление вектора 
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 перпендикулярно направлению потока 
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. Ограничим  сбоку выделенный объём 
[image: image104.wmf]V

 силовыми трубками тока, а с торцов – эквифазными поверхностями, как показано на рис. 4. 



Рис. 4. Общий вид циркуляции вектора 
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 динамического потока в выделенном сечении 
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Тогда длина всех трубок тока, проходящих через объём 
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, будет одинакова и для них будет справедливо соотношение между длиной силовой трубки 
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 и временем запаздывания волнового процесса 
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 Введём систему координат 
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 направлен по направлению потока 
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 является бинормалью к вектору 
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. Выделим в объёме 
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 площадку 
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 которой принадлежат торцам объёма 
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, а стороны 
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 совпадают с боковой поверхностью выделенного объёма и параллельны 
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Во введенной системе координат вектор 
[image: image126.wmf](

)

,

Frt

urr

 может быть представлен в виде
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Используя стандартное определение (9), определим циркуляцию 
[image: image128.wmf]ABDE
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 вектора 
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, учитывая, что на дальнем торце выделенного объёма 
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 фаза колебаний вектора запаздывает на некоторый временной интервал 
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где 
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 - векторный бесконечно малый элемент длины отрезков 
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 и 
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 замкнутого контура 
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Как видно из (20), вследствие появления фазы запаздывания, циркуляция вектора разбилась на две части: стандартную пространственную циркуляцию вектора и интеграл, зависящий от степени запаздывания волнового процесса в пространстве. Первая часть, в отсутствие вихрей и токов, естественным образом обращается в ноль. Второй интеграл по замкнутому контуру 
[image: image138.wmf]L

 легко преобразуется в интеграл по площадке 
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, ограниченной данным контуром.

Чтобы осуществить указанное преобразование, разобьём площадку 
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 на 
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площадок вдоль направления распространения потока. Тогда 
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где 
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в данном случае 
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Переходя к пределу при 
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 Подставляя (22) в (20), получим
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На основе полученного значения циркуляции вектора можно определить ротор потенциального динамического вектора 
[image: image150.wmf](
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. Для этого воспользуемся стандартным определением (9). Подставив в него выражение (23), получим: 
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Поскольку в выражении (24) скалярное произведение определяет проекцию вектора 
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 на бинормаль, а вектор динамического потока 
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 совпадает с 
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 по построению, то данное произведение может быть преобразовано в векторное произведение вектора 
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 на направление потока 
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. При этом в общем случае получим:



[image: image157.wmf](

)

(

)

(

)

0

,

,

11

curl,lim.

S

S

Frt

nds

t

Frt

Frtn

cSct

®

éù

¶

êú

´

¶

éù

êú

¶

ëû

êú

=-=-´

¶

êú

ëû

ò

urr

r

urr

urrr


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (25)

Таким образом, нами в общем случае доказана теорема:

ТЕОРЕМА 1: В динамических полях ротор вектора пропорционален векторному произведению единичного вектора направления распространения потока на производную от вектора потока по времени. 

3. Приложение теоремы о роторе к динамическим полям

В ходе доказательства теоремы о роторе вектора в динамических полях мы сознательно опустили вопрос о потенциальности исследуемого поля. И во введении, и при доказательстве теоремы мы неоднократно сталкивались с тем, что если пользоваться существующим представлением о потенциальности вектора (4), то возникает важный вопрос о трансформации потенциального вектора в соленоидальный при переходе от стационарных полей к динамическим. Причём во введении на примере акустической и электродинамической моделей показано, что два строго потенциальных динамических источника путём линейной суперпозиции способны сформировать поперечный динамический вектор поля, а следовательно, по существующему представлению, и соленоидальное поле.

Чтобы детально разобраться в данном вопросе, продолжим выкладки (6), разложив скорости 
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 (см. рис. 1). При этом получим
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Подставляя (26) в (6) и учитывая, что по условию задачи 
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Из (27) следует, что вектор результирующей скорости смещения молекул в акустическом поперечном поле также остаётся потенциальным, хотя и направлен перпендикулярно направлению распространения волны, а потенциал 
[image: image166.wmf](
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 зависит от 
[image: image167.wmf]r

. Ведь поле, описываемое данным выражением, в принципе не может иметь замыкания.

Появление столь неожиданного результата, расходящегося со стандартными представлениями, несложно объяснить. По существующей системе рассмотрения подобных вопросов, сначала путём суперпозиции потенциальных полей формируют результирующее поле, потом, учитывая удалённость исследуемой точки от излучателя, осуществляют все необходимые упрощения. При этом  путём приближений формируется единая волна с поперечным вектором, которую и анализируют для определения потенциальности поля. Мы же, записывая выражение (6), только частично произвели упрощения, сохранив условия, приведшие к формированию поперечного вектора, что нисколько не ограничило решение, но позволило более точно рассмотреть вопрос о потенциальности вектора. 

Ротор данного градиента потенциала согласно доказанной теореме уже не обратится в ноль, что не означает и замыкания силовых линий вектора 
[image: image168.wmf]v
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. Как показано при доказательстве теоремы, образование ненулевой правой части в выражении (25) обусловлено не распределением силовых линий вектора в пространстве, а запаздыванием процесса во времени. Именно поэтому при переходе к стационарным полям правая часть выражения (25) в области без стационарных вихрей обращается в ноль.

В связи с возможностью существования поперечного динамического потенциального вектора  возникает вопрос о его динамических источниках и стоках – то, что послужило основанием Р.В. Полю и другим исследователям для замыкания силовых линий динамического электрического поля. Для ответа на этот вопрос обратимся к результатам работы [10]. В данной работе доказано, что дивергенция продольного вектора динамического поля не равна нулю. Но согласно существующим представлениям это может быть только в том случае, если внутри исследуемого объёма имеются нескомпенсированные заряды, которых по условию задачи там нет. Их роль выполняет само поле, вследствие своего запаздывания в пространстве. Тем самым поле сохраняет «память» об источнике в момент своего образования. Аналогично и в случае потенциального поперечного вектора. В непосредственной близости от источника потенциальность данного вектора не вызывает сомнения, поскольку для каждой точки поля всегда можно определить мгновенный источник и сток, сформировавшие данную результирующую направленность вектора поля. На больших расстояниях, когда волна отрывается от источника, поле также сохраняет «память» об источнике в момент его образования. Эта память могла бы отсутствовать только в случае, если бы скорость распространения волнового процесса была бесконечной, но тогда и правая часть выражения (25) автоматически обратилась бы в ноль, что и подтверждает вышесказанное. Кстати, и сам прогрессивный волновой процесс в пространстве  при этих условиях был бы невозможен.

Для проверки представленных теоретических представлений были проведены экспериментальные исследования излучения/приёма поперечной акустической волны в воздухе.

В эксперименте намеренно использовалась стандартная методика исследования поляризованных ЭМ волн в диапазоне СВЧ, описанная, в частности Калитиевским [12, с. 23(24].  Блок-схема установки приведена на рис. 5. 



Рис. 5. Общий вид экспериментальной установки для исследования излучения/приёма поперечной акустической волны в газовой среде: 1 ( генератор сигналов; 2 ( излучатель; 3 ( приёмник; 4 ( рупоры; 5 ( усилитель; 6 ( регистрирующий осциллограф с внешним запуском

Установка состояла из генератора звуковых частот 1, специально разработанного для данной цели излучателя 2 и полностью аналогичного ему приёмника 3 поперечной акустической волны, построенных по балансной схеме с компенсацией паразитной продольной составляющей, усилителя принимаемого сигнала 5 и фиксирующего осциллографа 6. И излучатель, и приёмник помещались в экранирующие рупоры 4. Кроме того, излучатель мог проворачиваться в вертикальной плоскости, создавая угол между плоскостью поляризации излучателя и приёмника. Эксперимент проводился на частоте 7,4 кГц. 

Факт излучения/приёма поперечной акустической волны подтверждается приведенными на рис. 6 полярными диаграммами амплитуды 
[image: image169.wmf]m
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 и фазы 
[image: image170.wmf]m
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 принимаемого сигнала в зависимости от угла 
[image: image171.wmf]a

 между плоскостями поляризации излучателя и приёмника, снятыми для ближней (
[image: image172.wmf]99
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), и дальней (
[image: image173.wmf]620
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) зоны. В обоих сериях измерений чётко прослеживается изменение амплитуды принимаемого сигнала при развороте излучателя на 
[image: image174.wmf]90
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 и перефазировка принимаемого сигнала при развороте излучателя на 
[image: image175.wmf]180
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.

На рис. 6 приведены экспериментальные зависимости  амплитуды 
[image: image176.wmf]m
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 (рис. 6 а), фазы запаздывания волнового процесса 
[image: image177.wmf]m
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 (рис. 6 б) и фазовой скорости распространения волны 
[image: image178.wmf]f
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 (рис. 6 в) от расстояния 
[image: image179.wmf]r

. Ближняя зона, распространяющаяся в данном эксперименте до 
[image: image180.wmf]320
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:

,. характерна быстрым уменьшением амплитуды с расстоянием и быстрым ростом фазы запаздывания при низкой скорости распространения волны. В этой зоне амплитуда волны периодически обращается в ноль и в этих точках (показанных пунктиром на рис. 6 б) фаза сигнала скачком изменяется на 
[image: image181.wmf]180

o

, т.е. фактически происходит инверсия сигнала, маскирующая прогрессивный характер процесса в этой зоне внешней видимостью стоячей волны. Тем не менее, если не учитывать в расчётах данную инверсию, то 
[image: image182.wmf]m

j

 с расстоянием изменяется достаточно плавно и быстрее, чем в дальней зоне. 



Рис. 6. Экспериментальные диаграммы зависимости амплитуды 
[image: image183.wmf]m
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 и фазы 
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 поперечной акустической волны в зависимости от угла 
[image: image185.wmf]a

 между плоскостями поляризации излучателя и приёмника, полученные для ближней (а) и дальней (б) области поля

По мере перехода к дальней зоне затухание амплитуды с расстоянием уменьшается, инверсии фазы прекращаются, и скорость распространения волны стабилизируется на близком к классическому  значении 
[image: image186.wmf]326/
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:

.

Происшедшая трансформация характера распространения волны при сохранении плоскости поляризации свидетельствует, что в дальней зоне сформировалась поперечная акустическая волна в газе. Это полностью подтверждает теоретические представления, изложенные в данном пункте работы.

5. Приложение теоремы о роторе к ЭМ динамическим полям
Исходя из того, что в ЭМ полях сохраняется справедливость закономерностей общих динамических полей, выражение (25) для векторов 
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r

 и 
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 примет вид:
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Рис. 7. Экспериментальные графики (а) амплитуды 
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A

; (б) фазы запаздывания 
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j

 и (в) средней скорости распространения поперечной акустической волны 
[image: image192.wmf]v

 в зависимости от расстояния 
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 между излучателем и приёмником

Сравнивая полученные выражения (28) с соответствующими уравнениями Максвелла (7), видим существенное их различие. В существующих уравнениях (7) изменение во времени электрического и магнитного полей индуцирует соответственно магнитное и электрическое поле. Система же (28) говорит только о том, что изменение во времени электрического и магнитного полей приводит к появлению циркуляции данных векторов, пропорциональных скорости данного изменения и наклону векторов к направлению распространения волны. Данное различие, хотя и существенно, но не приводит к противоречиям между указанными системами уравнений. Это несложно показать, совместив соответствующие уравнения приведенных систем. Так, совместив вторые уравнения, получим
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или
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что соответствует известной зависимости между векторами динамических электрического и магнитного полей.

Аналогично, совмещая первые уравнения вышеуказанных систем, получим
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или
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Подставляя (32) в (29), получим для поперечного вектора 
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Приведение для вектора 
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 полностью аналогично.

Таким образом мы видим, что используя известное соотношение (30) между векторами 
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, можно из одной системы уравнений получить другую и наоборот.

С учётом доказанной в данной работе теоремы о роторе вектора и доказанной в [10] теоремы о дивергенции вектора в динамических полях, полная система уравнений, описывающих электромагнитное поле, примет вид
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В системе (34) каждая из пар уравнений ответственна за свою проекцию векторов 
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 и 
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. Для продольной составляющей ротор вектора, а для поперечной составляющей – дивергенция вектора обращаются в ноль. 

6. Следствия из теоремы о роторе вектора в динамических полях 
Главным следствием доказанной теоремы является тот факт, что при переходе к стационарным полям правая часть выражения (25) автоматически обращается в ноль. При этом ротор вектора перестаёт зависеть от времени и приобретает стандартный вид. Следовательно, доказанная теорема является объемлющей для известной теоремы о роторе и применима как в динамических, так и в стационарных полях.

Аналогичная трансформация  выражения (25) произойдет и в случае вектора, продольного направлению потока. Независимо от динамического характера поля правая часть этого выражения также обратится в ноль. Отсюда следует, что  выявленные свойства циркуляции и ротора вектора проявляются только и исключительно для перпендикулярной компоненты вектора динамического потока.

Следует отметить, что ненулевое значение циркуляции и ротора вектора не означает трансформации в динамических полях потенциального вектора в соленоидальный. Как было показано выше, ненулевое значение ротора вектора обусловлено конечностью скорости распространения волновых процессов в пространстве, что, конечно же, не требует трансформации самого вектора. Вектор по-прежнему будет оставаться потенциальным и будет обладать градиентом, что, как известно, является главным свойством потенциальности вектора. Правда, здесь также необходимо уточнить, что градиент указанного вектора будет обладать всеми особенностями, присущими динамическим полям.

Для соленоидальных векторов доказанная теорема будет также справедлива, и это несложно показать. Действительно,  согласно выражению (20), в динамических полях циркуляция вектора представима в виде двух слагаемых. Первое из них описывает стационарный вихревой процесс без учёта конечности скорости распространения волны в пространстве; для потенциального вектора это слагаемое равно нулю. Для соленоидального же вектора оно будет иметь некоторое конечное значение. Второе слагаемое учитывает конечность скорости распространения процесса. Если соленоидальный вектор поля имеет вид запаздывающей функции, то второе слагаемое также не обратится в ноль. Таким образом, для соленоидальных векторов правая часть выражения (20), а значит и (25), будет состоять из двух слагаемых: первое из них будет описывать соленоидальный характер вектора, а второе слагаемое будет определять динамический характер этого вектора.

Наконец, последним важным следствием доказанной теоремы  является то, что результирующее выражение, описывающее ротор потенциального вектора, поперечного направлению распространения потока, приобрело четырёхмерный вид. Решением данного дифференциального уравнения является запаздывающая функция. Следовательно, для поперечных полей волновые свойства определяются дифференциальным уравнением не второго порядка, как это принято считать, а первого порядка. При этом, естественно, эти решения будут удовлетворять и волновому уравнению.

7. Выводы
В результате проведенных исследований доказано, что в динамических полях ротор потенциального вектора пропорционален векторному произведению единичного вектора направления распространения потока на производную от вектора потока по времени. При этом потенциальный характер самого вектора не нарушается, поскольку циркуляция обусловлена конечностью скорости распространения волны в пространстве. 

Для соленоидальных векторов ротор вектора будет дополнительно зависеть и от вихревых свойств самого вектора.

Доказанная теорема является объемлющей для стационарных полей. 

Волновой характер полученной зависимости сохраняется только для компоненты вектора, поперечной направлению распространения потока. Для продольной составляющей ротор вектора равен нулю независимо от динамических свойств поля.
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